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ظرفیت نوع چندین ͳکوانتوم کانال Έی برای ،Έکلاسی کانال خلاف بر پردازیم. ͳم ͳکوانتوم کانال Έی های ظرفیت ͳبررس به درس این در

کنیم: ͳم ͳبررس را زیر تعاریف درس این در شود. ͳم تعریف

١ ،ͳکوانتوم کانال Έی Έکلاسی ظرفیت ‐Έی

٢ ͳکوانتوم کانال Έی تنیده کلاسیΈ‐درهم ظرفیت دو‐

٣ ،ͳکوانتوم کانال Έی ͳکوانتوم ظرفیت ‐ سه

ͳم مثال عنوان به کنیم. استفاده اطلاعات مخابره برای مختلف های روش به توانیم ͳم ͳکوانتوم کانال Έی از که است این هم تنوع این دلیل

m ∈ {0, 1}k ͳبیت چند های رشته توانیم ͳم مثال عنوان به کنیم. استفاده Έکلاسی اطلاعات مخابره برای فقط ͳکوانتوم کانال Έی از توانیم

این که معناست این به ها پیام بودن Έکلاسی کنیم. ارسال مقصد به آنهارا و کرده بارگذاری |ψm⟩ ∈ Hn ͳکیوبیت n ͳکوانتوم های حالت در را

Classical Capacity of a Quantum Channel١

Quantum Capacity of a Quantum Channel٢

Entanglement-Assisted Classical Capacity of a Quantum Channel٣

١



ͳیعن باشند، عمود هم بر بایست ͳم ها رشته

⟨ψm|ψm′⟩ = δm,m′ .

دیΎر ͳکوانتوم های حالت کانال از عبور از پس البته شود. ͳم خوانده آنها روی از Έکلاسی های پیام و شده شناسایی ها حالت این مقصد در

بتواند ها گیری اندازه بهترین با که است این هم (باب) یا گیرنده هدف رود. ͳم بین از آنهانیز بودن تمیزپذیر و بودن عمود و بود نخواهند خالص

های پیام بخواهد باید آلیس مثل ͳکس چرا اصولا که بپرسیم توانیم ͳم است. شده ارسال او برای ψm⟩ های حالت از Έکدامی واقعا که بفهمد

این که است این اش ΁پاس کند؟ ͳنم ارسال Έکلاسی کانال همان از را ها پیام این چرا کند؟ مخابره ͳکوانتوم کانال Έی از را اش Έکلاسی

بارگذاری است، ماکروس΋وپی اصولا که ͳترومغناطیس΋ال موج دامنه مثل صفر ͳ΋فیزی بیت Έی در صفر ͳمنطق بیت هر امروزه است. ناگزیر کار

بارگذاری فوتون Έی مثل می΋روس΋وپی ͳ΋فیزی بیت Έی در ͳمنطق بیت Έی بارگذاری با توانیم ͳم که رسیم ͳم ای مرحله به زودی به شود. ͳم

رود. ͳم بین از آنها تعامد و کرد خواهند پیدا ͳهمپوشان ی΋دیΎر با و شده پخش کانال از عبور هنگام ها فوتون موج بسته طبیعتا ͳشرایط چنین در شود.

کانال Έی طریق از هستند ͳکوانتوم کامپیوتر Έی در محاسبه Έی حاصل که را ای ͳکوانتوم های حالت بخواهیم است مم΋ن دیΎر طرف از

های پیام ارسال ما هدف حالت این در کنیم. منتقل دیΎر ͳکوانتوم کامپیوتر Έی به اتمها) یا یونها از ای زنجیره یا نوری فیبر Έی) ͳکوانتوم

نیستند. عمود هم بر هم الزاماً که است ͳکوانتوم های حالت خود ارسال بل΋ه نیست ͳکوانتوم های حالت در ها پیام آن بارگذاری طریق از Έکلاسی

زنیم. ͳم حرف ͳکوانتوم کانال Έی ͳکوانتوم ظرفیت از صورت این در

خود بین مشترک تنیده درهم های حالت دلخواه تعداد از ای ذخیره به (باب) گیرنده و (آلیس) فرستنده است مم΋ن ها روش این دوی هر در

حالت از استفاده از ای نمونه چΎال کذگذاری فرایند کنند. استفاده ͳکوانتوم یا Έکلاسی اطلاعات مخابره برای آنها از که باشند داشته ͳدسترس

حالت در است. ͳکوانتوم های حالت مخابره برای استفاده این از ای نمونه ͳکوانتوم فرابرد و Έکلاسی اطلاعات مخابره برای تنیده درهم های

هایی حالت نوع چه که این به توجه با بنابراین بریم. ͳم نام ۴ ͳکوانتوم تنیده درهم ظرفیت از دوم حالت در و Έکلاسی درهمتنیده ظرفیت از اول

در کنیم. تعریف ͳکوانتوم کانال Έی برای توان ͳم را ͳمختلف های ظرفیت داریم، اختیار در (ͳتنیدگ درهم (نظیر ͳمنابع چه و کنیم ͳم ارسال را

ظرفیت محاسبه و تعریف به سپس و دهیم ͳم توضیح را آن محاسبه شیوه و کرده ͳمعرف را Έکلاسی کانال Έی Έکلاسی ظرفیت نخست فصل این

پرداخت. خواهیم دیΎر های

Entanglement-assisted quantum capacity of quantum channel۴

٢



Έکلاسی ظرفیتکلاسیΈیΈکانال یادآوری: ٢

نشان که شود، ͳم تعربف P (y|x) ͳشرط احتمالات با کانال این کند. ͳم عمل (دوحالته) های بیت رو که گیریم ͳم ͳکانال را Έکلاسی کانال

این ͳکوانتوم مخابره Έی هدف کند. ͳم تبدیل y ∈ {0, 1} مثل دیΎر حرف Έی به را x ∈ {0, 1} حرف Έی ͳاحتمال چه با کانال این میدهد

تصویر) Έی یا صدا Έی متن،  Έی) بخصوص منبع Έی برساند. مقصد به سالم و دهد عبور کانال این از را بیت k طول به هایی رشته که است

زیر صورت به را ۵ ورودی منبع یا مجموعه این شوند. ͳم صادر مشخص احتمالات با کدام هر که گرفت ها رشته این از ای مجموعه توان ͳم را

است: شده تش΋یل Έی و صفر های بیت از رشته هر X = {X ∈ 0, 1k, px} ِ دهیم: ͳم نشان

X = x1x2 · · ·xk, (١)

هر مقصد در .(١) ش΋ل دهیم. ͳم انجام بزرگ های بلوک روی را کدگذاری همواره ما که بیاورید یاد به است. بزرگ معمولا ها رشته این طول

01010010011100100100100010100101011100100100010111001001010101010011010010101010111

01011010111001001000101100110101110010010001011001110010010010001010010101110010101

01101011100100010001011100110101110010010001011001110010000010001011010101110010110

k

<latexit sha1_base64="24fJ5hXU4KMEQm5Dssb7bAbCCUE=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHohePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNmoNtHRj485sZZubvRYwq7TjfVmFnd2//oHhYOjoun5xWqmc9JWJJoEsEE3LgYQWMcuhqqhkMIgk49Bj0vfl9Wu8/gVRU8Ee9iGAc4oBTnxKsDerMJ5WaU3eysLeFm4sayqM9qVrl0VSQOASuCcNKDV0n0uMES00Jg2VpFCuIMJnjAIZGchyCGifZpUv7ypCp7Qtpkms7o38nEhwqtQg90xliPVObtRT+VxvG2r8dJ5RHsQZOVov8mNla2Onb9pRKIJotjMBEUnOrTWZYYqKNOaXRFPyRxIlJHmRPpIAZwNaAMEDwQNJgprGU4nlZMga6m3Zti95N3W3Um51GrXWXW1lEF+gSXSMXNVELPaA26iKCAL2gV/RmvVsf1qf1tWotWPnMOVoL6+cXp3+kkQ==</latexit>

k

<latexit sha1_base64="24fJ5hXU4KMEQm5Dssb7bAbCCUE=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHohePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNmoNtHRj485sZZubvRYwq7TjfVmFnd2//oHhYOjoun5xWqmc9JWJJoEsEE3LgYQWMcuhqqhkMIgk49Bj0vfl9Wu8/gVRU8Ee9iGAc4oBTnxKsDerMJ5WaU3eysLeFm4sayqM9qVrl0VSQOASuCcNKDV0n0uMES00Jg2VpFCuIMJnjAIZGchyCGifZpUv7ypCp7Qtpkms7o38nEhwqtQg90xliPVObtRT+VxvG2r8dJ5RHsQZOVov8mNla2Onb9pRKIJotjMBEUnOrTWZYYqKNOaXRFPyRxIlJHmRPpIAZwNaAMEDwQNJgprGU4nlZMga6m3Zti95N3W3Um51GrXWXW1lEF+gSXSMXNVELPaA26iKCAL2gV/RmvVsf1qf1tWotWPnMOVoL6+cXp3+kkQ==</latexit>

xn
1

<latexit sha1_base64="M4zqYtDcmFqs2FNJEcbhnP5YJDc=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Gq60u3QwWwVVJRKjLohuXFewPJLVMJpN06GQmzEzUEvoYbvUVfBrBhbj1MZymXdjWAxcO372XuXOClFGlHefTKm1sbm3vlHftvf3KwWG1dtRVIpOYdLBgQvYDpAijnHQ01Yz0U0lQEjDSC8Y3s37vkUhFBb/Xk5QMEhRzGlGMtEFe7gcRfJ4O3Qc+rNadhlMIrht3YepgofawZlX8UOAsIVxjhpTyXCfVgxxJTTEjU9vPFEkRHqOYeMZylBA1yIubp/DMkBBGQpriGhb070aOEqUmSWAmE6RHarU3g//1vExHV4Oc8jTThOP5Q1HGoBZwFgAMqSRYs4kxCEtqboV4hCTC2sRk+yGJfIlyUzwuPjEDzAC2BIQBgseSxiONpBRPU9sE6K7GtW66Fw33stG8u6y3rhdRlsEJOAXnwAVN0AK3oA06AAMBXsAreLPerQ/ry/qej5asxc4xWJL18wuRHqia</latexit>

xn
2

<latexit sha1_base64="DmY7bD5rBLUB18ngsgsLJpZEn1E=">AAACLnicbZDNSgMxFIUz9a+OVltdugkWwVWZKYW6LLpxWcH+QKeWTCYzDc0kQ5JRy9DHcKuv4NMILsStj2E67cK2Hrhw+O695Ob4CaNKO86nVdja3tndK+7bB4elo+Ny5aSrRCox6WDBhOz7SBFGOeloqhnpJ5Kg2Gek509u5v3eI5GKCn6vpwkZxijiNKQYaYMGmeeH8Hk2qj/wUbnq1JxccNO4S1MFS7VHFavkBQKnMeEaM6TUwHUSPcyQ1BQzMrO9VJEE4QmKyMBYjmKihll+8wxeGBLAUEhTXMOc/t3IUKzUNPbNZIz0WK335vC/3iDV4dUwozxJNeF48VCYMqgFnAcAAyoJ1mxqDMKSmlshHiOJsDYx2V5AQk+izBSP8k/MATOArQBhgOCRpNFYIynF08w2AbrrcW2abr3mNmrNu0a1db2MsgjOwDm4BC5ogha4BW3QARgI8AJewZv1bn1YX9b3YrRgLXdOwYqsn1+S4Kib</latexit>

yn
2

<latexit sha1_base64="fuN/wQFQXfqjFN5PmkQWNyrE3Gg=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Wq60u3QwWwVVJSqEui25cVrA/0NQymUzSoZOZMDNRQshjuNVX8GkEF+LWx3DSdqGtBy4cvnsvc+d4MaNK2/aHVdra3tndK+9XDg6rR8e1+slAiURi0seCCTnykCKMctLXVDMyiiVBkcfI0JvfFP3hI5GKCn6v05hMIhRyGlCMtEHjzPUCmObT1gOf1hp2014IbhpnZRpgpd60blVdX+AkIlxjhpQaO3asJxmSmmJG8oqbKBIjPEchGRvLUUTUJFvcnMMLQ3wYCGmKa7igvzcyFCmVRp6ZjJCeqfVeAf/rjRMdXE0yyuNEE46XDwUJg1rAIgDoU0mwZqkxCEtqboV4hiTC2sRUcX0SuBJlpni4+EQBmAHsDxAGCB5KGs40klI85RUToLMe16YZtJpOu9m5aze616soy+AMnINL4IAO6IJb0AN9gIEAz+AFvFpv1rv1aX0tR0vWaucU/JH1/QOUpaic</latexit>

yn
1

<latexit sha1_base64="8y+rD2jwH+LrPnTM05tMG3+b14M=">AAACLnicbZDNSsNAFIUn9a9Gq60u3QwWwVVJpFCXRTcuK9gfaGKZTCfp0MlMmJkoIfQx3Oor+DSCC3HrYzhpu7CtBy4cvnsvc+cECaNKO86nVdra3tndK+/bB4eVo+Nq7aSnRCox6WLBhBwESBFGOelqqhkZJJKgOGCkH0xvi37/iUhFBX/QWUL8GEWchhQjbdAw94IQZrOR+8hH1brTcOaCm8ZdmjpYqjOqWRVvLHAaE64xQ0oNXSfRfo6kppiRme2liiQIT1FEhsZyFBPl5/ObZ/DCkDEMhTTFNZzTvxs5ipXK4sBMxkhP1HqvgP/1hqkOr/2c8iTVhOPFQ2HKoBawCACOqSRYs8wYhCU1t0I8QRJhbWKyvTEJPYlyUzyaf6IAzAC2AoQBgkeSRhONpBTPM9sE6K7HtWl6Vw232WjdN+vtm2WUZXAGzsElcEELtMEd6IAuwECAF/AK3qx368P6sr4XoyVruXMKVmT9/AKS46ib</latexit>

Channel Coding

Errors

شود. ͳم ارسال کانال به و شده کد ͳبیت n بزرگ بسیار های بلوک به ͳبیت k بزرگ بسیار های بلوک همواره Έتئوری حد در :١ ش΋ل

ͳم برسند، مقصد به سالم ها پیام اینکه برای شود. ͳم تبدیل Y = y1y2 · · · yk مثل دیΎر رشته Έی به کانال در موجود خطاهای دلیل به رشته

Input Source۵

٣



۶ کدگذاری نگاشت Έی ابتدا در بنابراین کنیم. بارگذاری تر بزرگ های رشته در را آنها بایست

E : {0, 1}k −→ {0, 1}n

٧ کدگشایی نگاشت Έی خطاها تصحیح و تشخیص از پس هم مقصد در و گیرد ͳم صورت

D : {0, 1}n −→ {0, 1}k

شود: ͳم تعریف چنین خاص منبع این برای پیام مبادله نرخ برسد. مم΋ن مقدار کمترین به خطا احتمال تا گیرد ͳم صورت

R(X) := lim
n−→∞

k

n
d(Y,X) ≤ ϵ ∀ X ∈ X. (٢)

ͳیعن است مثبت سوال این ΁پاس که دهیم ͳم نشان بعد ͳکم نه؟ یا دارد وجود ظرفیت این محاسبه برای ͳتحلیل رابطه Έی آیا که است این سوال

با: است برابر و دارد وجود ظرفیت این برای ساده رابطه Έی

C =Ma
x
xI(x; y) =Ma

x
x
[
H(x) +H(y)−H(x, y)

]
x, y ∈ {0, 1}. (٣)

که است بزرگ بسیار سازی ساده Έی این بلند. های رشته برای نه و شود ͳم محاسبه حرف Έی برای راست طرف عبارت که است این مهم نکته

دهد. ͳنم رخ ͳکوانتوم های کانال ظرفیت برای معمولا و است داده رخ Έکلاسی های کانال ظرفیت محاسبه برای

داریم: کانال این برای است. شده داده نشان (٢) ش΋ل در آن احتمالات و متقارن کانال Έی متقارن ظرفیتیΈکانال مثال: n

P (1|0) = P (0|1) = q, P (0|0) = P (1|1) = 1− q.

های ورودی برای نتیجه در

X = {P (0) = (p), P (1) = 1− p}

آوریم ͳم بدست

Y = {P (0) = p(1− q) + (1− p)q ; P (1) = (1− p)(1− p) + pq} (۴)

Encoding۶

Decoding٧

۴



p
q

q

1 − q

1 − q

1 − p 1

0p

1

0

احتمالات توان ͳم احتمالات این و ها فلش کردن دنبال با بیت. هر روی خطای احتمالات و ها ورودی احتمالات و متقارن کانال Έی :٢ ش΋ل

رسید. (۴) رابطه به و کرد حساب را ͳخروج بیت هر

و

(X,Y ) = {P (0, 0) = p(1− q);P (0, 1) = q(1− p), P (1, 0) = qp, P (1, 1) = (1− p)(1− q)} (۵)

آوریم: ͳم بدست کردن ساده ͳکم از پس نتیجه در

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = p log p+ (1− p) log(1− p) + q log q + (1− q) log(1− q)

− (p+ q − 2pq) log(p+ q − 2pq)− (1− p− q + 2pq) log(1− p− q + 2pq). (۶)

باشد: برقرار زیر شرط که کند ͳم پیدا ای نقطه در را خود ماکزیمم عبارت این

∂I(X : Y )

∂p
= 0 (٧)

با است معادل که

log
p

1− p
+ (1− 2q) log

1− p− q + 2pq

p+ q − 2pq
= 0. (٨)

۵



داشت: خواهیم نتیجه در که شود ͳم محقق p = 1
2 نقطه در بالا شرط

C =MaxpI(X : Y ) = I(X : Y )|p= 1
2
= 1 + q log q + (1− q) log(1− q). (٩)

داریم. انتظار آن از که دارد را رفتاری همان q مختلف مقادیر ͳیعن مختلف شرایط در تابع این که کنیم قان΄ را خود توانیم ͳم ͳبراحت

ورودی الفبای بΎیرید. نظر در (٣) ش΋ل در شده داده نشان Έکلاسی کانال ناهمپوشان های ͳخروج با یΈکانال ظرفیت مثال: n

ͳشرط احتمالات با کانال است. Y = {00, 01, 10, 11} ش΋ل به هایی دوتایی های رشته آن ͳخروج الفبای و X = {0, 1} کانال این

ͳخروج ͳناهمپوشان دلیل به اما هستند، ͳتصادف همه کانال های ͳخروج رسد، ͳم نظر به اینکه وجود با است. شده تعریف شده داده نشان

هر ازای به بیت Έی کانال این ظرفیت بنابراین است. بوده چه ورودی که کرد تعیین دقیق صورت به دوتایی رشته هر دریافت با همواره ها

نویسیم: ͳم آورد. بدست هم متقابل اطلاعات محاسبه با توان ͳم را نتیجه این C = 1. ͳیعن است، کانال از استفاده بار

I(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ) (١٠)

نوع هیچ و است بوده چه x که بفهمیم توانیم ͳم دقیق طور به y ∈ Y ͳخروج حرف هر دانستن با زیرا است،  صفر با برابر H(X|Y ) اما

واق΄ (در ماند. ͳنم ͳباق X در ͳیقین عدم

p(x|y) = 1 ∀ x, y.

با: است برابر ظرفیت بنابراین (

C =MaxXH(X) = 1. (١١)

کانال این ورودی الفبای بΎیرید. نظر در (۴) ش΋ل در شده داده نشان Έکلاسی کانال خروجͳهایدورهای ظرفیتیΈکانالبا مثال: n

Y = {A,B,C,D, · · · , · · · , Z} است. ی΋سان آن ورودی الفبای با نیز آن ͳخروج الفبای و X = {A,B,C,D, · · · , · · · , Z}

متمم با و رسد ͳم مقصد به خطا بدون ͳمشخص احتمال با حرف هر است. شده تعریف شده داده نشان ͳشرط احتمالات با کانال است.

هر در که چرا C = log2 26, با شد ͳم برابر کانال این ظرفیت داشت، ͳنم وجود خطایی چنین اگر شود. ͳم تبدیل بعدی حرف به آن

حرف هر دریافت با با ͳواقع در کنیم. ارسال مقصد به خطایی گونه هیچ بدون را الفبا حرف ٢۶ از ͳ΋ی توانستیم ͳم کانال از استفاده بار

ظرفیت نتیجه در .H(X|Y ) = 0 که بود ͳم معنا این به که داشت ͳنم وجود x ∈ X شده ارسال حرف مورد در ͳابهام هیچ y ∈ Y

۶
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شود. ͳم تبدیل بعدی حرف به 1− p احتمال با و حرف آن خود به p مثلا احتمال Έی با حرف هر :٣ ش΋ل

با: شد ͳم برابر

C =MaxX

[
H(X)−H(X|Y )

]
=MaxH(X) = log 26. (١٢)

خود های پیام ارسال برای کانال این از بتواند بازهم تا کند کدگذاری دیΎری گونه به تواند ͳم آلیس دارد وجود ای دوره خطای که حال اما

شده تش΋یل حرف ١٣ از تنها حالا او ورودی الفبای کند. استفاده (۵) ش΋ل مطابق را کوچ΋تری الفبای او که است ͳکاف کند. استفاده

C = log2 13. با شد خواهد برابر کانال ظرفیت بالا استدلال همان با نتیجه در هستند. تمیز قابل ی΋دیΎری از ابهام بدون باب توسط که

شود. ͳم تبدیل بعدی حرف به ͳاحتمال چه با و حرف آن خود به ͳاحتمال چه با ͳحرف هر کانال در که است این از مستقل ظرفیت این

ͳکوانتوم ظرفیتکلاسیΈیΈکانال ٣

های حالت در را Έکلاسی های بیت رشته کار این برای کنیم. استفاده Έکلاسی اطلاعات مبادله برای ͳکوانتوم کانال Έی از است مم΋ن

ͳم مقصد به سالم ͳکوانتوم های حالت این باشد، نداشته وجود راه بین در ای نوفه هیچΎونه اگر فرستیم. ͳم و کنیم ͳم کد متعامد ͳکوانتوم

٧
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شود. ͳم تبدیل بعدی حرف به آن متمم احتمال با و رسد ͳم مقصد به سالم احتمال Έی با حرف هر :۴ ش΋ل

کانال Έی از Έکلاسی های پیام ارسال برای ͳدلیل چه شود پرسیده است مم΋ن شود. ͳم بازگشایی Έکلاسی های بیت رشته به آنجا در و رسند

بیت اطلاعات تر فشرده و تر سریع ارسال برای توانیم ͳم واق΄ در باشد. ناگزیر است مم΋ن امر این که است این اش ΁پاس دارد. وجود ͳکوانتوم

بیشتری چه هر اطلاعات ثانیه هر در تا بفرستیم جایی به ͳکوانتوم فیبر Έی از هم سر پشت را آنها و کرده بارگذاری ها فوتون در را Έکلاسی های

سوار Έکلاسی های بیت و بود خواهند اطلاعات حامل هستند ͳکوانتوم می΋روس΋وپی ذرات که ها فوتون صورت این در کنیم. ارسال مقصد به

ابتدا در که ای ͳکوانتوم های حالت و است نوفه دارای کانال البته، ͳکل حالت در کرد. خواهند عبور ͳکوانتوم کانال Έی از ͳکوانتوم ذرات بر

حد تا بتوانیم مناسب های گیری اندازه با بایست ͳم مقصد در بود. نخواهند متعامد دیΎر و شده ͳهمپوشان دچار کانال از عبور هنگام بودند متعامد

توانیم ͳم که ͳاطلاع مقدار بیشترین که دانیم ͳم دهیم. تشخیص هم از را آنها نیستند، تمیزپذیر نتیجه در و متعامد دیΎر که را ها حالت این ام΋ان

را {pi, ρi} مثل ها حالت از ͳآنزامبل آلیس هرگاه که دانیم ͳم دیΎر عبارت به شود. ͳم داده و هوله کمیت توسط آوریم بدست ها حالت این از

با: است برابر آورد بدست شده فرستاده های حالت ͳچیست از تواند ͳم باب که ͳاطلاعات حداکثر بفرستد، باب برای

χ({pi, ρi}) = S(
∑
i

piρi)−
∑
i

piS(ρi) (١٣)

آنزامبل در را {pi, xi} Έکلاسی الفبای آلیس اگر حال

{pi, ρi} = {pi, |ψi⟩⟨ψi|} ⟨ψi|ψj⟩ = δi,j

٨
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نتیجه در و اش مخابره نرخ طبیعتا اما کند. ارسال باب به خطا بدون را هایش پیام تواند ͳم خود الفبای دایره کردن محدود با آلیس :۵ ش΋ل

شود. ͳم نصف آمده پایین کانال ظرفیت

خواهد برابر باب توسط حصول قابل اطلاعات ماکزیمیم باشد، آنگاه رسیده باب به دار نوفه کانال Έی از ها حالت این و باشد، کرده بارگذاری

با: بود

χ({pi, E(ρi)}) = S(
∑
i

piEρi)−
∑
i

piS(E(ρi)) (١۴)

با: شد خواهد برابر E کانال ظرفیت بنابراین

C(E) :=Max
pi,ρi

χ({pi, E(ρi)}) (١۵)

به و کند ͳم کد ͳکوانتوم حالت Έی در را الفبا حرف هر آلیس که است ͳوقت برای تعریف این اینکه آن و کنیم توجه بایست ͳم مهم نکته Έی به

در و کند ارسال باب به و کرده کد ͳکوانتوم های حالت به را دلخواه طول با بزرگ های رشته که دارد را آزادی این آلیس اما کند. ͳم ارسال باب

دهند: انجام را زیر فرایند توانند ͳم باب و آلیس واق΄ در کند. Έکلاسی های بیت رشته به تبدیل را ها آن باب نیز مقصد

M
Alice−−−−−−→

Encoding
|Ψn(M)⟩ Channel−−−−−−−−−→

Transmission
E⊗n(|Ψ(M)⟩) Bob−−−−−−→

Decoding
M (١۶)

٩



است. شده کد آن در M رشته که است ͳکیوبیت n حالت Έی |Ψn(M)⟩ و k طول به ͳطولان رشته Έی M آن در که

کنیم: تعریف بایست ͳم زیر صورت به را ͳکوانتوم کانال Έی Έکلاسی ظرفیت : باشیم، دقیق بخواهیم اگر بنابراین

C(E) := lim
n−→∞

C(E⊗n)

n
(١٧)

که معنا این به است، ٨ پذیر جم΄ کمیت Έی ͳکوانتوم کانال Έی Έکلاسی ظرفیت که شد ͳم تصور مدتها تا

C(E⊗n) = nC(E),

Έکلاسی های پیام بارگذاری که شد ͳم فکر واق΄ در داشت. ͳنم وجود است مش΋ل هم نهایت بی که بالا حد محاسبه به نیازی بود ͳم چنین اگر که

درست انتظار این که شد معلوم ٢٠٠٩ سال در اما کند،  ͳنم ظرفیت افزایش به ͳ΋کم کانال از ها حالت این ارسال و تنیده درهم های حالت در

که ͳل΋ش به ظرفیت محاسبه اما است. مانده ͳباق ناشده حل همچنان است، آمده (١٧) رابطه در که ͳل΋ش به ظرفیت دقیق محاسبه مسئله نیست.

گفته نیز ١٠ ͳحرف تک ظرفیت یا ٩ ضربی ظرفیت آن به که ظرفیت این است. پذیر ام΋ان ͳکوانتوم های کانال برای است، آمده (١۵) رابطه در

ظرفیت از گاه هر پس این از کند. ͳم ارسال و کرده بارگذاری ضربی های حالت در را ها رشته همه آلیس که است استوار فرض این بر شود، ͳم

پردازیم. ͳم مثال چند مطالعه به اکنون است. ضربی ظرفیت همین منظورمان زنیم ͳم حرف کانال Έی Έکلاسی

شود: ͳم تعریف زیر صورت به دلخواه بعد در واقطبش کانال دلخواه. بعد واقطبشدر ظرفیتکلاسیΈکانال مثال: n

Ep(ρ) = (1− p)ρ+ pTr(ρ)
I

d
(١٨)

که است هایی حالت از آنزامبل Έی کردن پیدا ͳاصل مش΋ل ،Έکلاسی ظرفیت محاسبه در شود، ͳم دیده رابطه (١۵) در که همانطور

ͳاصل مسئله باشد. داشته عضو نهایت بی یا پذیر دلخواهͳ، شمارش تعداد به تواند ͳم آنزامبل Έی کنند. بیشینه رو و هوله کمیت است قرار

تقارن از استفاده یا خطا و ͳسع با توان ͳم ساده های کانال برای کنیم. پیدا باید چΎونه را ͳآنزامبل چنین که است این کانال هر مورد در

و هوله کمیت نخست جمله که کرد پیدا را ͳآنزامبل بلافاصله توان ͳم ها کانال از ͳبعض در بخصوص کرد. پیدا را آنزامبل این کانال های

ها، آنزامبل دسته این از که است این ماند ͳم ͳباق که کاری تنها صورت این در برسانند. S( Id ) = log2 d ͳیعن آن حداکثر مقدار به را

(بیشینه ͳیعن مجزا مسئله دو به و هوله کمیت کردن بیشینه Έتفکی این که کنید دقت کند. کمینه را دوم جمله که یافت را ͳآنزامبل آن

این از پس باشد. رسیده خود مطلق بیشینه مقدار به اول جمله که است قبول قابل ͳصورت در تنها دوم) جمله کردن کمینه و اول جمله کردن

Additive٨

Product Capacity٩

One-Shot Capacity١٠

١٠



دارد، مهم و جالب تقارن Έی کانال این که کنیم ͳم توجه نخست پردازیم. ͳم دلخواه بعد در واقطبش کانال ظرفیت محاسبه به مقدمات

است: هموردایی خاصیت دارای اصطلاح به یا

E(gρg†) = gEg† ∀ g ∈ SU(d). (١٩)

آنزامبل و کنیم استفاده هموردایی از توانیم ͳم گسسته) چه و پیوسته (چه ͳگروه هر برای ͳول است پیوسته گروه Έی البته SU(d) گروه

دهیم: تش΋یل را زیر

pi =
1

|G|
, ρi = giρ0g

†
i (٢٠)

پیوسته های گروه مورد در است. گروه اعضای تعداد |G| رابطه این در شود. تعیین بعدا بایست ͳم که است معین حالت Έی ρ0 آن در که

قرار برای زیر ͳالΎچ ماتریس به منجر ایم کرده انتخاب که ͳآنزامبل بود. خواهد گروه حجم |G| و شود ͳم نوشته انتگرال Έی صورت به ρ

شود: ͳم و هوله کمیت اول جمله در دادن

ρ ≡ 1

|G|
∑
i

giρ0g
†
i (٢١)

ناپذیر کاهش های نمایش تمام با که ماتریس هر آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده ١١ شور لم ͳیعن گروه نظریه در قضیه Έی از جا این در

است. واحد ماتریس با متناسب شود، جابجا گروه Έی

بنابراین و کند ͳم صدق شور لم شرایط در (٢١) در شده تعریف ͳالΎچ ماتریس که دهید نشان تمرین: n

ρ =
1

d
I. (٢٢)

داشت خواهیم نتیجه در

Ccl(Ep) =Maxρ0

[
S(
I

d
)−

∑
i

1

|G|
S(E(giρ0g†i ))

]
(٢٣)

هموردایی خاصیت به توجه با و

Ccl(Ep) = log d−Minρ0S(E(ρ0)) (٢۴)

Shur’s Lemma١١

١١



داشت: خواهیم صورت این در بΎیریم. |0⟩⟨0| مثل مشخص خالص̥ حالت Έی را ρ0 توانیم ͳم هموردایی خاصیت به توجه با هم باز

Ep(|0⟩⟨0|) = Diagonal(1− p+
p

d
,
p

d
,
p

d
, ·, ·, ·p

d
) (٢۵)

نتیجه در و

Ccl(Ep) = log2 d+ (1− p+
p

d
) log2(1− p+

p

d
) +

d− 1

d
p log2

p

d
. (٢۶)

کند. ͳم مطابقت نیز ما شهودی انتظار با که فهمید را کانال ظرفیت زیر حدی های حالت در توان ͳم رابطه این از

Ccl(Ep=0) = log2 d, Ccl(Ep=1) = 0. (٢٧)

است: زیر ش΋ل به کانال تعریف ͳکیوبیت فازبرگردان ظرفیتکلاسیΈکانال مثال: n

Fp(ρ) = (1− p)ρ+ pZρZ (٢٨)

گیریم: ͳم نظر در 1
2 احتمال با کدام هر حالت دو کنیم. پیدا خطا و ͳسع با را آنزامبل کنیم ͳم ͳسع کانال این برای

ρ+ =
1

2
(I + n · σ) ρ− =

1

2
(I − n · σ) (٢٩)

که دانیم ͳم شود. مشخص باید بعدا که است ی΋ه بردار Έی n آن در که

1

2
ρ+ +

1

2
ρ− =

1

2
I (٣٠)

است: زیر ش΋ل به ها حالت این روی کانال عمل

Fp(ρ±) =
1

2
(I ± r · σ), r = ((1− 2p)x, (1− 2p)y, z) (٣١)

داشت: خواهیم نتیجه در

Ccl(Fp) =
[
S(
I

2
)−MinnS(E(

1

2
(I + n · σ))

]
(٣٢)

با: است برابر بردار این اندازه کند. اختیار را مقدار بیشترین r+ بردار اندازه که شد خواهد کمینه ͳوقت دوم جمله

١٢



r2+ = (1− 2p)2 + (1− (1− 2p)2)z2 (٣٣)

بیت Έی با برابر کانال ظرفیت نتیجه در شد. خواهد r+ = 1 صورت این در که باشد، z = 1 که شود ͳم حاصل ͳوقت آن مقدار بیشترین و

آلیس چون است روشن ͳخیل هم امر این دلیل است. برابر نوفه بدون کانال ظرفیت با کانال این ظرفیت ͳیعن شد. خواهد استفاده بار هر بر

و هستند هم کانال ناوردای های حالت اتفاقا که کند استفاده {|0⟩, |1⟩} متعامد های حالت از Έکلاسی اطلاعات مخابره برای تواند ͳم

کنند. ͳم عبور کانال از سالم

کنید: محاسبه را زیر ͳکوانتوم کانال Έکلاسی ظرفیت ،ͳقبل تمرین روش مشابه ͳروش از استفاده با تمرین: n

Λ(ρ) = (1− 2p)ρ+ pXρX + pY ρY. (٣۴)

:΁پاس

C(Λ) =


1 + p log2 p+ (1− p) log2(1− p), 0 ≤ p ≤ 1

3

1 + 2p log2(2p) + (1− 2p) log2(1− 2p), 1
3 ≤ p ≤ 1

م΋مل کانال ۴

م΋مل کانال مفهوم شویم. آشنا م΋مل کانال نام به جدید ͳمفهوم با که شود ͳم پذیر ام΋ان ͳوقت ͳکوانتوم کانال Έی دیΎرِ های ظرفیت محاسبه

با توان ͳم را Λ : L(HA) −→ L(HA) ͳکوانتوم کانال Έی که دانیم ͳم دارد. ͳاساس نقش ͳکوانتوم کانال Έی های ظرفیت محاسبه در ١٢

گرفت: نظر در زیر صورت به اشپرینگ اشتاین انسباط قضیه از استفاده

Λ(ρ) = TrB

[
U(ρ⊗ |0⟩⟨0|)U†

]
(٣۵)

Complementary Channel١٢
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کند. ͳم HA⊗HBعمل روی که است ͳان΋ی عملΎر Έی U رابطه این در است. مرج΄ حالت Έی |0⟩⟨0| ∈ L(HB) و ρ ∈ L(HA) آن در که

Λc : L(HA) −→ L(HB) نگاشت صورت این در بΎیریم. Aرد Bروی سیستم جای به که است ͳکاف شود. ͳم تعریف ͳسادگ به م΋مل کانال

خوانیم. ͳم اولیه کانال م΋مل را آن که شد خواهد درست

است. دار نگه ردˈ نیز Λc ͳیعن آن متمم کانال باشد، دار نگه رد Λ کانال اگر اگر که دهید نشان تمرین: n

Λc(ρ) = TrA

[
U(ρ⊗ |0⟩⟨0|)U†

]
(٣۶)

که دانیم ͳم Λ کانال برای آورد. بدست م΋مل کانال برای را کراوس عملΎرهای توان ͳم فوق تعریف از استفاده با

Λ(ρ) =
∑
µ

AµρA
†
µ (٣٧)

(Aµ)ij = ⟨i, µ|U |j, 0⟩ (٣٨)

که شود ͳم دیده (٣۶) رابطه به توجه با صورت این در

Λc(ρ) =
∑
µ

KiρK
†
i (٣٩)

آن در که

(Ki)µ,j = ⟨i, µ|U |j, 0⟩. (۴٠)

است: زیر ش΋ل به رابطه این شد. خواهد معلوم کراوس عملΎرهای بین ارتباط ͳبراحت محاسبه ͳکم با و روابط این از

(Ki)µ,j = (Aµ)i,j (۴١)

داریم کنیم: حساب را K1 بیایید تعبیر این فهم برای دارد. ای ساده ͳخیل تعبیر رابطه این

(K1)µ,j = (Aµ)1,j . (۴٢)

سطرهای از K1 ماتریس بنابراین است. .Aµ ماتریس اول سطر جز نیست چیزی K1 ماتریس ام̮ µ سطر که گوید ͳم ͳسادگ به رابطه این حال

شود ͳم ساخته اولیه کراوس های ماتریس همه دوم های سطر از K2 ماتریس ترتیب همین به شود. ͳم ساخته اولیه کراوس های ماتریس همه اول

است. شده داده نشان ͳسادگ به (۶) ش΋ل در رابطه این آخر. ͳال و
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A1 A2 A3

K1 K2 K3 K4

Λ

Λc

کراوس های ماتریس اول سطرهای .ͳاصل کانال کراوس عملΎرهای از م΋مل کانال کراوس عملΎرهای تش΋یل برای ای ساده شیوه :۶ ش΋ل

آخر. ͳال و دهد ͳم تش΋یل را K2 عملΎر دوم سطرهای دهد، ͳم تش΋یل را K1 عملΎر ͳاصل کانال برای

توانیم ͳم باشد، Ki, i = 1 · · ·n کراوس عملΎرهای با ͳکوانتوم کانال Έی Λ : L(HA)
+ −→ L(HA)

+ هرگاه ایزومتری n

ایزومتری نگاشت Έی آن با متناظر

U : HA −→ HA ⊗HB

است: بعدی n هیلبرت فضای Έی HB آن در که کنیم تعریف زیر صورت به

U |ψ⟩ :=
∑
i

Ki|ψ⟩ ⊗ |i⟩. (۴٣)

ͳیعن است، ایزومتری Έی واقعا نگاشت این که دهید نشان الف: تمرین: n

⟨ψ|U†U |ϕ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩.

است: زیر صورت به آمیخته های حالت روی نگاشت این اثر که دهید نشان چنین هم

U : ρ −→
∑
i,j

KiρK
†
j ⊗ |i⟩⟨j|. (۴۴)
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آوریم: ͳم بدست کنیم محاسبه را ردˈّ دوم فضای روی اگر که است ΀واض

Λ(ρ) =
∑
i

KiρK
†
i , (۴۵)

آوریم: ͳم بدست کنیم، محاسبه را ردˈ اول فضای روی نگاشت همین از اگر و

Λc(ρ) =
∑
i,j

Tr(KiρK
†
j )|i⟩⟨j|. (۴۶)

ی΋سان ͳقبل تعریف با تعریف این که دهد ͳم نشان زیر تمرین نگارد. ͳم دوم فضای به را ͳالΎچ ماتریس نگاشت،  این ترتیب، این به

است.

رسید. ͳم (۴١) نتیجه همان به که دهید نشان (۴۶) نگاشت برای کراوس عملΎرهای محاسبه با تمرین: n

مثال: n

بΎیرید: نظر در را زیر کانال

E0(ρ) = Tr(ρ)
I

d
(۴٧)

شود: ͳم یافته زیر ش΋ل به کانال این کراوس عملΎرهای

E0(ρ) =
1

d

∑
i,j

⟨i|ρ|i⟩|j⟩⟨j| (۴٨)

نتیجه در

E0(ρ) =
1

d

∑
i,j

|j⟩⟨i|ρ|i⟩⟨j| (۴٩)

شوند: ͳم مشخص اندیس دو با کانال این کراوس عملΎرهای ترتیب این به

E0(ρ) =
∑
i,j

AijρA
†
ij (۵٠)

آن در که

Aij =
1√
d
|j⟩⟨i|. (۵١)
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بنابراین

Ec(ρ) =
∑
l

KlρK
†
l , (۵٢)

آن در که

(Kl)ij,k = (Aij)lk =
1√
d
δjlδik (۵٣)

که دهید نشان و کنید حساب را Ec(ρ) ماتریس های مولفه تمرین: n

Ec0(ρ) =
I

d
(ρ⊗ I) (۵۴)

که دهید نشان روش همین به تمرین: n

EU (ρ) = UρU† (EU )c(ρ) = Tr(ρ) (۵۵)

ͳیعن نیست مساوی کانال آن خود با کانال Έی م΋مل م΋مل̥ که دهند ͳم نشان تمرین دو این

(Ec)c ̸= E . (۵۶)

که دهید نشان تمرین: n

Eψ(ρ) = Tr(ρ)|ψ⟩⟨ψ| Ecψ(ρ) = ρ. (۵٧)

گیریم. ͳم نظر در را بیت‐برگردان کانال م΋مل مثال: n

Λ(ρ) = (1− p)ρ+ pσxρσx (۵٨)

است: زیر ش΋ل به آن ͳکراوس عملΎرهای

A0 =

√
1− p 0

0
√
1− p

 A1 =

 0
√
p

√
p 0

 (۵٩)
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از: اند عبارت آن م΋مل کانال کراوس عملΎرهای بنابراین

K0 =

√
1− p 0

0
√
p

 K1 =

 0
√
1− p

√
p 0

 (۶٠)

کند: ͳم عمل زیر ش΋ل به کانال این که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی

Λc

 a b

b∗ c

 =

 1− p
√
p(1− P )(b+ b∗)√

p(1− p)(b+ b∗) p

 (۶١)

پادکاهشپذیر و کاهشپذیر های کانال ۵

پذیر کاهش کانال اصطلاحاً که شویم ͳم آشنا ͳکوانتوم کانال از ͳنوع با بخش این در شدیم آشنا ͳکوانتوم کانال Έی متمم با گذشته بخش در

شود. ͳم خوانده

داشته وجود Φ مثل دیΎر ͳکوانتوم کانال Έی هرگاه شود، ͳم خوانده ١٣ پذیر کاهش Λ : A −→ B ͳکوانتوم کانال Έی تعریف: n

دهد: ربط اش متمم به را کانال این زیر طریق به که باشد

Λc = Φ ◦ Λ (۶٢)

ͳکوانتوم کانال Έی برعکس است. (٧) ش΋ل در شده داده نشان دیاگرام بودن جابجایی معنای به رابطه این که شود ͳم گفته اصطلاحاً

اش متمم به را کانال این زیر طریق به که باشد داشته وجود Ψ مثل دیΎر ͳکوانتوم کانال Έی هرگاه شود، ͳم خوانده ١۴ پذیر پادکاهش

دهد: ربط

Λ = Ψ ◦ Λc. (۶٣)

Degradable١٣

Anti-Degradable١۴
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ℰ

ℰc

A A

B

Φ

ℰc = Φ ∘ ℰ

کند. جابجایی را بالا دیاگرام که باشد داشته وجود Φ مثل دیΎری ͳکوانتوم نگاشت گاه هر است پذیر کاهش ͳکوانتوم کانال Έی :٧ ش΋ل

ℰ

ℰc

A A

B

Ψ

ℰ = Ψ ∘ ℰc

کند. جابجایی را بالا دیاگرام که باشد داشته وجود Ψ مثل دیΎری ͳکوانتوم نگاشت گاه هر است پذیر کاهش :٨ ش΋ل

پادکاهش یا بودن پذیر کاهش برعکس. و باشد پذیر کاهش آن متمم اگر است پذیر پادکاهش کانال Έی که است ΀واض (۶٣) و (۶٢) تعاریف از

در را زیر مثال بΎیرند. جای بندی دسته این در است مم΋ن معدودی های کانال تنها و است، استثنایی ͳخاصیت ͳکوانتوم کانال Έی بودن پذیر
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گیریم: ͳم نظر

گیریم: ͳم نظر در را زیر ͳکوانتوم کانال مثال: n

Λ0(ρ) = Tr(ρ)
I

d
(۶۴)

است: زیر ش΋ل به کانال این متمم که دیدیم قبل بخش در

Λc0(ρ) =
I

d
(ρ⊗ I) (۶۵)

زیرا: است پذیر کاهش ͳکانال چنین که دید توان ͳم ͳبراحت

Φ ◦ Λc0 = Λ0 (۶۶)

آن در که

Φ(X) = TrA(X). (۶٧)

گیریم: ͳم نظر در را آن متمم و زیر ͳکوانتوم کانال مثال: n

Eψ(ρ) = Tr(ρ)|ψ⟩⟨ψ| Ecψ(ρ) = ρ (۶٨)

شود: ͳم دیده ͳبراحت

Eψ = Φ ◦ Ecψ (۶٩)

آن در که

Φ(X) = Tr(X)|ψ⟩⟨ψ| (٧٠)

است. پذیر کاهش کانال این بنابراین،

در ها کانال این اهمیت چیست؟ کانال Έی نبودن یا بودن پذیر کاهش اهمیت و فایده که رسیم ͳم پرسش این به ها کانال این تعریف از بعد

ظرفیت دهد. ͳم بدست کنیم، محاسبه را آنها ͳکوانتوم ظرفیت خواهیم ͳم که ͳوقت را ها کانال این مهم های ͳویژگ که شود ͳم معلوم زیر قضیه

آوریم: ͳم اثبات بدون و جا این در را قضیه این اما است. بعدی بخش موضوع کانال ͳکوانتوم
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آن ͳکوانتوم ظرفیت باشد، پذیر کاهش کانال هرگاه ب: است. صفر آن ͳکوانتوم ظرفیت باشد، پذیر پادکاهش ͳکانال هرگاه الف: قضیه: n

است. پذیر جم΄

̥ͳکوانتوم کلاسیΈیΈکانال تنیده‐ ظرفیتدرهم ۶

اشتراک به آنها بین که بل حالت مثل بیشینه تنیده درهم حالت Έی از استفاده با باب و آلیس روش این در بΎیرید. نظر در را چΎال کدگذاری

کند. مخابره باب به بیت دو توانند ͳم آلیس تنیده، درهم حالت هر از استفاده با کنند. مخابره هم بین Έکلاسی های پیام توانند ͳم شده، گذاشته

اشتراک به Λ0(ρ) = ρ صورت به ١۵ واحد کانال ͳنوفه، یعن بدون کانال Έی باب و آلیس بین که است این پروتکل این فرض آل ایده حالت در

مصرف بار هر ازای به بیت دو Έکلاسی اطلاعات مخابره برای کانال این ظرفیت شده، گذاشته اشتراک به ͳتنیدگ هم در مصرف با شده. گذاشته

حالت تعداد و باشد داشته وجود دلخواه کانال Έی تواند ͳم باب و آلیس بین ͳکل حالت در دهیم. ͳم نشان CE(Λ0) = 2 با را نتیجه این است.

کار به را کدگشایی و کدگذاری نوع بهترین توانند ͳم چنان هم باب و آلیس باشد. دلخواه تواند ͳم شده گذاشته اشتراک به ی تنیده درهم های

درهم‐تنیده ظرفیت ظرفیت، نوع این کنند. مصرف را شده گذاشته اشتراک به ͳتنیدگ درهم و کنند مخابره خود بین را Έکلاسی های پیام و برده

شده داده نشان بنامیم. نیز ١۶ ͳتنیدگ درهم Έکم با کانال Έی Έکلاسی ظرفیت را آن توانیم ͳم شود. ͳم خوانده ͳکوانتوم کانال Έی Έکلاسی

شود: ͳم محاسبه زیر رابطه از ظرفیت این که

CE(Λ) =Maxρ

[
S(Λ(ρ)) + S(ρ)− S(Λc(ρ))

]
(٧١)

که دانیم ͳم کانال این برای کنیم. حساب نوفه بدون کانال برای را ظرفیت نوع این توانیم ͳم مثال اولین عنوان به

Id(ρ) = ρ Idc(ρ) = Tr(ρ)

نتیجه در

CE(Id) = Maxρ

[
S(Id(ρ)) + S(ρ)− S(Idc(ρ))

]
= Maxρ

[
S(ρ) + S(ρ)− S(1)

]
= 1 + 1− 0 = 2. (٧٢)

بیت دو توانیم ͳم چΎال کدگذاری روش کردن دنبال با و تنیده درهم حالت Έی از استفاده با زیرا دانیم ͳم هم قبل از که است ای نتیجه همان این

کنیم. مخابره کانال از استفاده بار هر در را Έکلاسی

identity channel١۵

Entanglement-Assisted Classical Capacity of a Quantum Channel١۶
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آن متمم کانال نخست باید که چرا است، تر ͳطولان ͳکم ای محاسبه محتاج Έکلاسی‐ درهمتنیده ظرفیت محاسبه دلخواه کانال Έی برای

مهم ͳخیل خاصیت Έی به توجه با محاسبه این کرد. حساب ها حالت همه روی را (٧١) معادله راست سمت عبارت بیشینه سپس و کرد پیدا را

خاصیت جز نیست چیزی کنیم ͳم بیان اثبات بدون را آن که خاصیت این شود. ͳم آسان I(ρ,Λ) ≡ S(ρ) + S(Λ(ρ) − S(Λc(ρ)) کمیت

:ͳیعن ،ρ به نسبت I(ρ,Λ) تحدب

∑
i

piI(ρi,Λ) ≤ I(
∑
i

piρi). (٧٣)

کلاسیΈ‐درهمتنیده ظرفیت بنابراین .ρ = I
d ͳیعن ،ͳآمیختگ بیشینه با است ͳحالت کمیت این برای بیشینه حالت که معناست این به خاصیت این

شود: ͳم محاسبه زیر ش΋ل به کانال Έی

CE(Λ) = S(Λ(
I

d
) + S(

I

d
)− S(Λc(

I

d
))). (٧۴)

کرد. محاسبه را م΋مل کانال که است ͳکاف تنها و نیست لازم ظرفیت نوع این محاسبه برای سازی بهینه نوع هیچ ترتیب این به

کند، ͳم ͳمعرف را بیت‐برگردان کانال متمم که (۶١) رابطه از استفاده با بیت‐برگردان کانال تنیده ظرفیتکلاسیΈ‐درهم مثال: n

داریم:

S(Λc(
I

2
)) = H(p) (٧۵)

آوریم: ͳم بدست (٧۴) رابطه از استفاده با نتیجه در

CE(Λ) = S(Λ(
I

2
) + S(

I

2
)− S(Λc(

I

2
))) = 2−H(p). (٧۶)

فرایند در که است چیزی همان این است. بیت دو با برابر کلاسیΈ‐درهمتنیده ظرفیت نوفه بدون کانال برای که دهد ͳم نشان رابطه این

است. بیت Έی با برابر کلاسیΈ‐درهمتنیده ظرفیت دار، نوفه کاملا کانال برای اما ایم. آموخته چΎال کدگذاری

باب و آلیس بریم. ͳم کار به را چΎال کدگذاری فرایند همان است، دار نوفه کاملا کانال و است p = 1
2 که ͳوقت بالا، مثال در تمرین: n

ͳ΋ی خودش کیوبیت روی آلیس اند. گذاشته اشتراک به خود بین |ϕ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) صورت به بیشینه تنیده درهم حالت Έی

ͳم تنها ترتیب این به آلیس که دهید نشان فرستد. ͳم باب برای را کیوبیت این سپس و دهد ͳم اثر  را I,X, Y, Z  ͳان΋ی عملΎرهای از

است. بیت Έی با برابر دار نوفه کاملا کانال ظرفیت‐درهمتنیده که است دلیل همین به کند. مخابره باب به را Έکلاسی بیت Έی تواند

٢٢



است. چنین واقطبش کانال واقطبش: کانال تنیده ظرفیتکلاسیΈ‐درهم مثال: n

Λp(ρ) = (1− 3p

4
)ρ+

p

4
(XρX + Y ρY + ZρZ) (٧٧)

از: اند عبارت آن کراوس عملΎرهای

A0 = αI, A1 = βX, A2 = βY, A3 = βZ, (٧٨)

آن در که

α =

√
1− 3p

4
β =

√
p

4
. (٧٩)

داریم: کند، ͳم ͳمعرف را واقطبش کانال متمم کراوس عملΎرهای که (۶) ش΋ل از استفاده با

Λcp(ρ) = R1ρR
†
1 +R2ρR

†
2, (٨٠)

آن در که

R1 =



α 0

0 β

0 −iβ

β 0


, R2 =



0 α

β 0

iβ 0

0 −β


. (٨١)

نتیجه در

Λcp(
I

2
) =

1

2

[
R1R

†
1 +R2R

†
2

]
=



α2

β2

β2

β2


. (٨٢)

دانیم: ͳم کنیم. محاسبه را واقطبش کانال کلاسیΈ‐درهمتنیده ظرفیت توانیم ͳم حال

CE(Λp) = S(
I

2
) + S(Λ(

I

2
))− S(Λc(

I

2
)) (٨٣)
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رسید: خواهد جا این به محاسبه ͳکم از پس که

CE(Λp) = 2 + (1− 3p

4
) log2(1−

3p

4
) + 3

p

4
log2

p

4
(٨۴)

که کنیم ͳم مشاهده

CE(Λ0) = 2, CE(Λ1) = 0. (٨۵)

هستند. فهم قابل ͳ΋فیزی نظر از حدی نتایج این دوی هر

ͳکوانتوم یΈکانال ͳظرفیتکوانتوم ٧

برای ͳکوانتوم کانال Έی از خواستیم ͳم تاکنون است. ͳکوانتوم ظرفیت کنیم ͳم تعریف ͳکوانتوم کانال Έی برای که ͳظرفیت نوع سومین

کانال Έی اما کردیم. محاسبه و تعریف را ͳکوانتوم های کانال این Έکلاسی ظرفیت نیز دلیل همین به و کنیم استفاده Έکلاسی های پیام ارسال

ͳکوانتوم حالت Έی که را محاسبه Έی نتیجه است مم΋ن مثال عنوان به رود. کار به نیز ͳکوانتوم حالت Έی ارسال برای است مم΋ن ͳکوانتوم

حالت از ای مجموعه بخواهیم است مم΋ن یا کنیم. منتقل دیΎر ͳکوانتوم کامپیوتر Έی به ͳکوانتوم کامپیوتر Έی از نوری فیبر Έی طریق از است

ͳکوانتوم کانال ͳکوانتوم ظرفیت باید موارد این همه در کنیم. بازیابی را آنها بعد ͳمدت و کرده ذخیره ͳکوانتوم حافظه Έی در را ͳکوانتوم های

معنای کنیم. بازیابی را آنها اشتباه بدون و کنیم ذخیره کانال در را ͳکوانتوم ی ها حالت تعداد چه که داد خواهد نشان ظرفیت این بشناسیم. را

شد. خواهد روشن بخش این در نیز تعداد؟» «چه عبارت

نشان X با را مجموعه این بΎیرید. نظر در است معلوم نیز انها از کدام هر صدور احتمال که مشخص ͳکوانتوم های حالت از مجموعه Έی

دهیم: ͳم

X = {pi, |ψi⟩ ∈ C2k} (٨۶)
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حالت در هستند. ͳکیوبیت k های حالت ها، حالت این از کدام هر دیΎر عبارت به دارند. قرار بعدی 2k فضای Έی در ها حالت این از کدام هر

اختیار در که ͳکانال طبیعتاً بفرستد. باب به Λ ͳکوانتوم کانال Έی از را ها حالت این خواهد ͳم آلیس هستند. تنیده درهم ها حالت این ͳکل

Λ⊗k = Λ⊗ Λ⊗ · · ·Λ کانال از ها حالت این بΎوییم که بود این درست نبود،  کار در هم خطایی اگر و است ͳکیوبیت تک کانال Έی اوست

های حالت در را آنها بایست ͳم برسند،  باب به سالم و صحیح ها حالت که این برای و خطاست دارای ͳکوانتوم کانال اما شوند. ͳم ارسال باب به

k حالت هر آلیس نخست دقیقتر، عبارت به برگرداند. اولیه های حالت به و کرده کدگشایی را آن مقصد در هم باب تا کرد گذاری کد بزرگتری

دهد. ͳم عبور Λ⊗n کانال از را حالت این سپس و کند، ͳم |Ψi⟩n ͳکیوبیت n حالت Έی به تبدیل ١٧ E کننده کد مدار Έی در |ψi⟩k ͳکیوبیت

کدگشای مدار Έی از Λ⊗n(|Ψi⟩n) ͳیعن باب توسط شده دریافت حالت مقصد در ( دهد ͳم عبور Λ کانال از Έی به Έی را ها کیوبیت ͳیعن)

باب بدست که ها حالت از ای مجموعه شود. ͳم |ψ′
i⟩k ͳکیوبیت k حالت به تبدیل و کند ͳم عبور خطا) تصحیح و خطا تشخیص (شامل ١٨ D

با: است برابر رسد ͳم

Y = {pi, |ψ′
i⟩ ∈ C2k} (٨٧)

است: شده داده نشان (٩) ش΋ل در فرایند این

|ψi⟩k |ψ′￼i⟩k

|ψi⟩n Λ⊗n( |ψi⟩n)

Encoder Decoder

.ͳکوانتوم کانال Έی طریق از آن ارسال و ͳکوانتوم حالت Έی کدگشایی و کدگذاری فرایند :٩ ش΋ل

Encoder١٧

Decoder١٨
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که خواهند ͳم ͳیعن باشد، Έنزدی اولیه حالت به بیشتر چه هر حالت این که است این باب و آلیس تلاش

F (|ψ′
i⟩, |ψi⟩) ≥ 1− ϵ l∀ i. (٨٨)

حالت این سالم مبادله برای که ͳ΋فیزی های بیت تعداد به ͳمنطق های بیت تعداد نسبت با است برابر همیشه مثل نیز ͳکوانتوم اطلاعات مبادله نرخ

خطایی گونه هیچ کانال اگر دارد. بیشتری ظرفیت ͳکوانتوم کانال که است این معنای به باشد بالاتر نسبت این که چه هر بریم. ͳم کار به ها

واحد در که هایی حالت ͳواقع تعداد شود. ͳم کوچ΋تر نسبت این باشد، بیشتر کانال خطای که چه هر است. Έی با برابر نسبت باشد، این نداشته

واهلش زمان ها، سویچ سرعت کانال، در ها حالت بارگذاری (سرعت کانال ͳ΋فیزی خصوصیات به ͳبستگ دهیم عبور کانال از توانیم ͳم زمان

ͳیعن ظرفیت است. خالص ͳمهندس مسئله Έی و ندارد ظرفیت تعیین مسئله به ͳربط دیΎر تعداد این تعیین دارد. دیΎر) متعدد عوامل و کانال

بی های رشته به ما توجه ها حالت کدگذاری در همواره که آنجا از دارد. ١٩ منبع نوع به ͳبستگ نرخ این که است ͳطبیع .R نرخ حداکثر تعیین

شود: ͳم تعریف زیر صورت به مبادله نرخ مشخص منبع Έی برای است، بلند نهایت

R(X) := lim
n−→∞

k

n
, F (|ψ′

i⟩, |ψi⟩) ≥ 1− ϵ ∀ i. (٨٩)

:ͳیعن شود،  ͳم تعریف ورودی های حالت مجموعه همه روی نرخ حداکثر محاسبه با طبیعتا کانال ͳکوانتوم ظرفیت

Cq(Λ) :=Ma
X
x R(X) (٩٠)

یا فرمول Έی به منجر ͳعملیات تعریف این آیا که این است. کانال Έی ͳکوانتوم ظرفیت ٢٠ ͳعملیات تعریف ایم، کرده ایم گفته که آنچه اینجا تا

را ͳکوانتوم ظرفیت ͳعملیات تعریف این که شده داده نشان است. دیΎری موضوع نه، یا شود ͳم ͳکوانتوم ظرفیت برای محاسبه قابل دستورالعمل

است: چنین عبارت این نیست. ساده اصلا عبارت این خود محاسبه چه اگر داد، تقلیل عبارت Έی محاسبه به توان ͳم

Cq(Λ) = lim
n−→∞

1

n
J(Λ⊗n) (٩١)

آن در که

J(Λ⊗n) =Max
ρ

J(ρ,Λ⊗n). (٩٢)

Source١٩

Operational Definition٢٠
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شود: ͳم تعریف چنین و دارد نام ٢١ همدوس̥ اطلاعات J(ρ,Λ) نیزعبارت ρ حالت هر و Λ مثل ͳکوانتوم کانال هر برای

J(ρ,Λ) = S
[
Λ(ρ))− S(Λc(ρ)

]
. (٩٣)

غیرمم΋ن تقریبا ͳعموم کانال Έی برای محاسبه این . است n −→ ∞ حد محاسبه در محاسبه این عمده دشواری شود، ͳم دیده که همانطور

ظرفیت ناپذیر، پاد‐کاهش کانال برای که شده داده نشان شود. ͳم مهم کانال Έی بودن ناپذیر پادکاهش یا پذیر کاهش که اینجاست در است.

که: معناست این به خاصیت این است. برقرار پذیری جم΄ خاصیت نیز پذیر کاهش کانال برای و است صفر با برابر

Jn(Λ
⊗n) = nJ(Λ) (٩۴)

است: برقرار ها کانال این برای زیر ساده نسبتا رابطه نتیجه در و

Cq(Λ) = J(Λ) =MaxρS
[
Λ(ρ))− S(Λc(ρ)

]
. (٩۵)

عبارت که شده داده نشان زیرا نیست ساده هنوز بالا رابطه راست طرف عبارت محاسبه ͳول ایم، شده رها n −→ ∞ حد محاسبه شرˈ از چه اگر

بیشینه حالت یافتن برای نتیجه در نیست. ساده چندان ها حالت روی آن بیشینه یافتن بنابراین و نیست تقعر یا تحدب خاصیت دارای راست طرف

شده ساده پذیر، کاهش های کانال برای البته زیادی، ͳخیل میزان به محاسبه هست چه هر ͳول کنیم. جستجو ها حالت تمام فضای روی بایست ͳم

است.

ͳکیوبیت کانال ͳکوانتوم ظرفیت مثال: n

Λ 1
2
(ρ) =

1

2
(ρ+XρX)

آورید. بدست را

تعیین دلخواه p برای را برگردان بیت م΋مل کانال ها مثال از ͳ΋ی در قبلا است. p = 1
2 برای بیت‐برگردان کانال همان کانال این حل:

که دانیم ͳم ایم. کرده

Λp

 a b

b∗ c

 =

 (1− p)a+ pc (1− p)b+ pb∗

(1− p)b∗ + pb (1− p)c+ pa


Coherent Information٢١
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, Λcp

 a b

b∗ c

 =

 1− p
√
p(1− P )(b+ b∗)√

p(1− p)(b+ b∗) p

 (٩۶)

ͳیعن کنند، ͳم عمل ش΋ل Έی به کانال دو هر که شویم ͳم متوجه دهیم، قرار 1
2 با برابر را p اگر

Λ 1
2
(ρ) = Λc 1

2
(ρ) (٩٧)

این که شود ͳم معلوم بالا، تساوی دلیل به واق΄ در است. صفر با برابر آن ͳکوانتوم ظرفیت نهایت در و آن همدوس اطلاعات نتیجه در و

p برای است. صفر با برابر حتما آن ͳکوانتوم ظرفیت ایم نوشته قبلا که ای قضیه بنابر نتیجه در و است پذیر پاد‐کاهش کانال Έی کانال

پیدا کند ͳم بیشینه را همدوس اطلاعات که را ͳحالت سپس و کنیم حساب جداگانه را Λc 1
2
(ρ) و Λ 1

2
(ρ) های حالت آنتروپی باید دلخواه

است. پذیر ام΋ان همواره عددی محاسبات با نباشد، مم΋ن نیز ͳتحلیل صورت به اگر کار این کنیم.
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